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MỞ ĐẦU 

Khái niệm vật liệu phân lớp chức năng (Functionally Graded Material (FGM)) xuất hiện 

lần đầu tiên vào giữa thập niên 1980 tại Nhật Bản bởi một nhóm các nhà khoa học vật liệu, 

do tính ưu việt của nó thông qua sự làm việc của kết cấu dạng dầm, tấm hay vỏ khi chịu tải 

trọng cơ học, nhiệt độ, độ ẩm… hay trong các điều kiện làm việc bất lợi khác thì loại vật 

liệu này thường có những ưu điểm nổi bật. Ví dụ: hệ thống đẩy phản lực của động cơ tên 

lửa khi một mặt phải tiếp xúc với nhiệt độ rất cao trong khi mặt còn lại chỉ chịu tác động 

bởi các tải trọng thông thường, hay lớp vỏ tàu ngầm khi mặt ngoài phải chịu áp lực thuỷ 

tĩnh và môi trường bất lợi của nước biển trong khi mặt bên trong chỉ cần đáp ứng các yêu 

cầu cơ học cơ bản …Vì vậy, việc đào sâu nghiên cứu đối tượng này là yêu cầu cấp thiết 

hiện nay. Có nhiều cách để tiếp cận đối tượng nghiên cứu này. 

 Có thể bằng các thí nghiệm vật liệu để xác định các đặc trưng vật liệu của chúng 

hay bằng các thí nghiệm kết cấu dạng tấm hay dầm để biết các nguyên lý ứng xử 

của kết cấu. 

 Bằng các mô hình mô phỏng vật liệu hay kết cấu để rút ra được các nguyên tắc ứng 

xử chung. 

 Bằng các mô hình tính toán lý thuyết thuần tuý thông qua phân tích sự làm việc của 

các kết cấu cụ thể để từ đó có được cái nhìn tổng quát nhất… 

Mỗi cách tiếp cận ở trên đều có những ưu điểm nhất định, cách tiếp cận đầu tiên thường 

mang lại hiệu quả cao nhưng đòi hỏi chi phí đầu tư lớn, nhất là trong điều kiện ở Việt Nam 

thì một số thí nghiệm sẽ không thực hiện được. Cách tiếp cận thứ hai khá trực quan, kết 

quả chính xác cao nhưng khối lượng tính toán rất lớn nên đòi hỏi phải có công cụ tính toán 

đủ mạnh mới đáp ứng các yêu cầu đặt ra. Cách tiếp cận thứ ba là đơn giản nhất nhưng vẫn 

đáp ứng được các mục tiêu đề ra và đây là cách tiếp cận phổ biến hiện nay được rất nhiều 

Nhà khoa học trên thế giới quan tâm. Luận án sẽ chọn cách tiếp  cận thứ ba để phân tích 

cho đối tượng nghiên cứu thông qua bài toán tấm. 

Trong luận án này sẽ tiến hành phân tích cụ thể cho nhiều loại tấm khác nhau: tấm FGM, 

tấm composite FGM và tấm composite hướng sợi nhiều lớp với các điều kiện biên khác 

nhau trên nền đàn hồi chịu tác dụng bởi tải trọng cơ học và nhiệt độ dựa trên lý thuyết biến 

dạng cắt bậc nhất, bậc cao và tiếp cận 3 chiều, có xét đến bài toán tuyến tính và phi tuyến 

cho quan hệ giữa các thành phần chuyển vị và biến dạng, ứng dụng phương pháp làm giảm 

số ẩn số của trường chuyển vị, xác định chính xác vị trí mặt trung hoà vật lý cho tấm 

không đồng nhất, thiết lập phương trình năng lượng theo nguyên lý biến phân Hamilton, 

phương trình Lagrange, thiết lập các phương trình chủ đạo của bài toán, sử dụng phương 

pháp giải tích (lời giải Navier và Ritz) và phương pháp số (phương pháp phần tử hữu hạn 

(PP PTHH)) để giải hệ phương trình chủ đạo. Trong đó, PP PTHH sử dụng biện pháp khử 

khoá cắt, kết hợp với các phương pháp làm trơn để tăng mức độ chính xác của lời giải, các 

ví dụ số để phân tích các bài toán tĩnh học, bài toán lực tới hạn và bài toán phân tích tần số 

dao động riêng của kết cấu tấm. Đồng thời, luận án cũng khảo sát ảnh hưởng của quy luật 

phân phối vật liệu, kích thước tấm, hiệu ứng nền, cấu trúc các phân lớp cũng như tiến hành 

phân tích hiệu ứng các phương pháp đồng nhất đến ứng xử của tấm phân lớp chức năng. 
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CHƢƠNG 1 

 TỔNG QUAN 

1.1 Đặt vấn đề 

Hiện nay, trong lĩnh vực cơ học vật rắn người ta luôn tìm cách phát triển những loại vật 

liệu có nhiều tính năng ưu việt như: khả năng chịu lực cao, tính dẻo, mức độ chống chịu 

nhiệt độ… cũng như tính ứng dụng rộng rãi và mang lại nhiều hiệu quả kinh tế. Vật liệu 

phân lớp chức năng (FGM) đáp ứng hầu hết các yêu cầu trên. FGM là loại vật liệu 

composite đặc biệt có các đặc trưng vật liệu thay đổi liên tục nhằm cải thiện và tối ưu khả 

năng chịu tải trọng cơ, nhiệt của kết cấu theo yêu cầu mong muốn. Để việc ứng dụng loại 

vật liệu này được rộng rãi, nhất là trong các lĩnh vực: xây dựng, cơ khí, năng lượng, hàng 

không, vũ trụ... cần thiết phải tiến hành phân tích và đào sâu nghiên cứu về ứng xử của vật 

liệu thông qua các mô hình lý thuyết thuần túy, các mô hình mô phỏng và các mô hình thí 

nghiệm thực tế. 

1.2 Tổng quan 

Vật liệu phân lớp chức năng (FGM) là một loại composite đặc biệt có các đặc trưng vật 

liệu thay đổi liên tục nhằm cải thiện và tối ưu khả năng chịu tải trọng cơ học và nhiệt độ 

của kết cấu. Điều này có được từ việc chế tạo loại vật liệu có sự thay đổi dần dần (quy luật 

gradient) của cấu trúc vật liệu nhằm tối ưu sự làm việc của từng loại vật liệu.  

1.3 Đặc tính đàn hồi hữu hiệu của vật liệu FGM 

FGM là loại vật liệu có các đặc trưng vật liệu thay đổi liên tục theo yêu cầu mong muốn 

nhưng nếu xét trên bình diện cấu trúc vi mô thì các hạt vật liệu vẫn phân bố một cách 

không đồng nhất. Có hai cách tiếp cận đánh giá các đặc tính hữu hiệu của vật liệu FGM: 

mô hình rời rạc và mô hình liên tục (Hình 1.1). 

 
Hình 1.1: Mô hình rời rạc và mô hình liên tục 1 

1.4 Đối tƣợng nghiên cứu của luận án 
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(a) Mô hình tấm 

 

 

 
 

(b) Loại A 

  

(c) Loại B (d) Loại C 

Hình 1.2: Mô hình tấm FGM 

1.5 Lý thuyết tính toán cho tấm (lớp đơn) 

1.5.1 Lý thuyết tấm cổ điển  

Trường chuyển vị của lý thuyết tấm cổ điển (CPT): 
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 (1.1) 

1.5.2 Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất  

Trường chuyển vị của lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất (FSDT): 
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 (1.2) 

1.5.3 Lý thuyết biến dạng cắt bậc cao 

Trường chuyển vị của lý thuyết biến dạng cắt bậc cao (HSDT): 
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 (1.3)  

1.5.4 Lý thuyết biến dạng cắt tiếp cận ba chiều 
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Trường chuyển vị của lý thuyết biến dạng cắt tiếp cận 3 chiều (Quasi-3D): 
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 (1.4) 

1.6 Phƣơng pháp giải tí h  à phƣơng ph p  ố ph n tí h ứng    tấ  FGM 

1.6.1 Phƣơng ph p giải tích  

1.6.1.1 Lời giải Navier  

Trường chuyển vị được xấp xỉ theo FSDT của lời giải Navier:  
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  (1.5)  

1.6.1.2 Lời giải Levy  

Trường chuyển vị được xấp xỉ theo FSDT của lời giải Levy: 
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  (1.6)  

1.6.1.3 Lời giải Ritz  

Trường chuyển vị được xấp xỉ theo Quasi-3D của lời giải Ritz: 
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 (1.7) 

1.6.2 Phƣơng ph p số  

Do những giới hạn của phương pháp giải tích trong việc giải quyết các bài toán với hình 

học phức tạp, phương pháp số trở nên là một công cụ hữu hiệu đặc biệt khi công nghệ máy 

tính ngày càng phát triển. Có thể kể đến một số phương pháp số điển hình như: Phương 

pháp phần tử hữu hạn (PP PTHH), phương pháp không lưới, phương pháp đẳng hình học. 

1.7 Mục tiêu nghiên cứu 

Nghiên cứu ứng xử tấm composite chức năng (FGM) chịu tải trọng cơ nhiệt được cụ thể 

hoá một số vấn đề: 

 Tổng hợp các mô hình và quy luật ứng xử của vật liệu FGM hiện nay. 

 Xây dựng các quy luật phân bố vật liệu của kết cấu tấm composite FGM và tấm 

composite nhiều lớp. 

 Phát triển lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất nhằm tăng mức độ chính xác của bài 

toán trong việc phân tích kết cấu tấm composite FGM. 

 Xây dựng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao, trong đó đề xuất một hàm biến dạng cắt 

bậc cao mới phù hợp cho nhiều loại bài toán để phân tích ứng xử của kết cấu tấm 

composite FGM (kể cả lý thuyết Quasi-3D). 

 Thiết lập phương trình cân bằng tuyến tính và phi tuyến thông qua nguyên lý biến 

phân Hamilton và nguyên lý Lagrange. 

 Phát triển lời giải giải tích (Navier và Ritz) để phân tích ứng xử của tấm composite 

FGM. 

 Phát triển PP PTHH bằng cách sử dụng phần tử khử khoá cắt làm trơn trên miền, 

trên cạnh và trên nút để phân tích ứng xử tuyến tính và phi tuyến của tấm FGM. 

 Xây dựng chương trình tính toán của các phương pháp giải bằng ngôn ngữ lập trình 

Matlab. 

 Xác định nội lực, ứng suất, chuyển vị, lực tới hạn và tần số dao động của kết cấu 

tấm composite FGM và tấm composite nhiều lớp. 

 Khảo sát nhiều dạng bài toán khác nhau nhằm tăng tính đa dạng và mức độ phong 

phú của luận án. 

 Kiểm tra kết quả đạt được và so sánh với các kết quả của các nghiên cứu khác. 
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 Sự ảnh hưởng của các phương pháp đồng nhất hoá, kỹ thuật làm giảm số ẩn của 

phương trình đặc trưng, hệ số đặc trưng vật liệu, tỉ số hai cạnh, tỉ số cạnh trên chiều 

dày tấm, cấu trúc phân lớp, hệ số nền, các lý thuyết biến dạng cắt bậc cao khác 

nhau, các phương pháp làm trơn phần tử, lý thuyết biến dạng lớn… đều được khảo 

sát và phân tích một cách chi tiết. 

 Đưa ra nhận xét, kết luận và hướng phát triển của luận án. 

1.8 Nội dung nghiên cứu 

 Kết hợp hệ số điều chỉnh cắt cải tiến đã phát triển với vị trí mặt trung hoà vật lý 

trên cơ sở lý thuyết FSDT để phân tích bài toán tĩnh, ổn định và dao động tự do của 

kết cấu tấm composite FGM thông qua việc thiết lập phương trình cân bằng, sử 

dụng lời giải Navier và PP PTHH để giải quyết bài toán. Trong phần này, cũng xét 

đến kỹ thuật làm giảm số ẩn số của phương trình đặc trưng, xét ảnh hưởng của nền 

đàn hồi…  

 Đề xuất một hàm biến dạng cắt bậc cao mới để xây dựng lý thuyết HSDT và Quasi-

3D để phân tích bài toán tĩnh, ổn định và dao động tự do của kết cấu tấm FGM khi 

chịu tải trọng cơ học và nhiệt độ. Kết hợp lời giải Ritz để phân tích cho tấm với các 

điều kiện biên khác nhau theo phương pháp giải tích nhằm khắc phục nhược điểm 

của lời giải Navier.  

 Phát triển phần tử khử khoá cắt CS-MITC3, ES-MITC3, NS-MITC3 để phân tích 

bài toán tĩnh và dao động tự do của kết cấu tấm FGM. 

 Phát triển phần tử khử khoá cắt CS-MITC3, ES-MITC3 theo lý thuyết biến dạng 

Von–Karman để phân tích bài toán tĩnh với phi tuyến hình học của kết cấu tấm 

FGM và tấm composite nhiều lớp. 

 Đánh giá hiệu ứng của các mô hình tính toán vật liệu đồng nhất hóa thông qua việc 

phân tích ứng xử của kết cấu tấm composite FGM. 

1.9 Tính mới của luận án 

Tính mới sẽ lần lượt xuất hiện trong từng chương của luận án: 

 Kết hợp hệ số điều chỉnh cắt cải tiến đã phát triển với vị trí mặt trung hoà vật lý trên 

cơ sở lý thuyết FSDT để phân tích bài toán tĩnh, ổn định và dao động tự do của kết 

cấu tấm FGM và composite FGM. Ngoài ra, luận án cũng đề cập đến kỹ thuật làm 

giảm số ẩn số của phương trình đặc trưng, xét ảnh hưởng của nền đàn hồi thông qua 

lời giải Navier và PP PTHH. 

 Đề xuất một hàm biến dạng cắt bậc cao mới để xây dựng lý thuyết HSDT và Quasi-

3D để phân tích bài toán tĩnh, ổn định và dao động tự do của kết cấu tấm FGM và 

composite FGM khi chịu tải trọng cơ học và nhiệt độ. Kết hợp lời giải Ritz để phân 

tích cho tấm với các điều kiện biên khác nhau theo phương pháp giải tích nhằm 

khắc phục nhược điểm của lời giải Navier.  

 Phát triển phần tử khử khoá cắt CS-MITC3, ES-MITC3, NS-MITC3 để phân tích 

bài toán tĩnh và dao động tự do của kết cấu tấm FGM và composite FGM từ hàm 

biến dạng cắt bậc cao dạng đa thức bậc 3 và hàm biến dạng cắt bậc cao của luận án. 

 Phát triển phần tử khử khoá cắt CS-MITC3, ES-MITC3 theo lý thuyết biến dạng 

Von–Karman để phân tích bài toán tĩnh của kết cấu tấm FGM và tấm composite 

nhiều lớp từ hàm biến dạng cắt bậc cao dạng đa thức bậc 3. 
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 Đánh giá hiệu ứng của các mô hình tính toán vật liệu cũng như các quy luật ứng xử 

hiện nay thông qua việc phân tích ứng xử của kết cấu tấm composite FGM. 

1.10 Bố cục luận án 

Luận án bao gồm 171 trang (không kể phần tài liệu tham khảo và phụ lục), 100 hình và 60 

bảng biểu. Ngoài phần mở đầu, luận án bao gồm 7 chương:  

 Chương 1 trình bày tổng quan lý thuyết liên quan đến vật liệu composite chức năng, 

các mô hình phân bố vật liệu, các lý thuyết tính toán và các phương pháp giải 

phương trình đặc trưng của bài toán. 

 Chương 2 trình bày mô hình phân tích tấm chức năng theo lý thuyết biến dạng cắt 

bậc nhất, chủ yếu tập trung khai thác hệ số hiệu chỉnh cắt cải tiến kết hợp với vị trí 

mặt trung hoà vật lý để phân tích bài toán tĩnh, ổn định và dao động cho kết cấu tấm 

FGM. Ngoài ra, luận án cũng xét đến kỹ thuật làm giảm số ẩn số của phương trình 

đặc trưng, ảnh hưởng của nền đàn hồi thông qua lời giải Navier và PP PTHH. 

  Chương 3 trình bày mô hình phân tích tấm chức năng theo lý thuyết biến dạng cắt 

bậc cao, phần này luận án phát triển một hàm biến dạng cắt bậc cao mới để xây 

dựng lý thuyết HSDT và Quasi-3D cho phân tích bài toán tĩnh, ổn định và dao động 

của kết cấu tấm FGM khi chịu tải trọng cơ học và nhiệt độ. Kết hợp lời giải Ritz để 

giải quyết bài toán tấm với các điều kiện biên khác nhau của phương pháp giải tích 

nhằm khắc phục nhược điểm của lời giải Navier. 

 Chương 4 trình bày phân tích tấm FGM bằng phần tử MITC3 làm trơn sử dụng lý 

thuyết biến dạng cắt bậc cao, phần này đề cập đến phần tử khử khoá cắt của PP 

PTHH kết hợp với việc làm trơn trên miền (CS), trên cạnh (ES) và trên nút (NS) 

phần tử để phân tích bài toán tĩnh và dao động tự do của kết cấu tấm FGM. 

 Chương 5 trình bày phân tích tấm FGM bằng phần tử CS-MITC3 và ES-MITC3 có 

xét thành phần biến dạng nhỏ chuyển vị lớn Von–Karman theo lý thuyết biến dạng 

cắt bậc cao, phần này tập trung khai thác thành phần phi tuyến của trường biến dạng 

để phân tích bài toán tĩnh của kết cấu tấm nhằm mang đến kết quả tin cậy đúng với 

sự làm việc của kết cấu. 

 Chương 6 trình bày hiệu ứng các phương pháp tính toán các đặc tính đàn hồi đồng 

nhất hoá đến ứng xử của tấm FGM, phần này chủ yếu đánh giá hiệu ứng các mô 

hình tính toán vật liệu hiện nay thông qua việc phân tích ứng xử của kết cấu tấm 

FGM. 

 Chương 7 trình bày kết luận, các kết quả đạt được, hướng phát triển tiếp theo cũng 

như các nội dung liên quan mà trong khuôn khổ luận án chưa đề cập đến. 
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CHƢƠNG 2 

 MÔ HÌNH TẤM CHỨC NĂNG SỬ 

DỤNG LÝ THUYẾT BIẾN DẠNG CẮT 

BẬC NHẤT 
2.1 Điểm mới của luận án 

 Kết hợp mặt trung hoà vật lý với hệ số hiệu chỉnh cắt cải tiến để phân tích ứng xử 

tấm FGM trên nền đàn hồi. 
 Phương pháp làm giảm số ẩn số của phương trình đặc trưng. 

2.2 Đặ  trƣng  ật liệu của tấm FGM 

Xét mô hình tấm FGM như Hình 1.2. Các đặc trưng vật liệu lần lượt được xác định: 

 Tấm loại A: được chế tạo từ kim loại và gốm với hàm mật độ thể tích của vật liệu 

gốm (
c

V ) (Hình 2.1b): 

 
2

( )
2

p

c

z h
V z

h

 
  
 

với ,
2 2

h h
z

 
  
 

 (2.1) 

trong đó p  là hệ số đặc trưng vật liệu, h  là chiều dày tấm. 

 Tấm loại B: là tấm composite với lớp trên là gốm, lớp dưới được chế tạo từ kim 

loại, và lõi giữa được làm từ kim loại và gốm (Hình 2.1c). Hàm mật độ thể tích của 

vật liệu gốm (
c

V ) tại mỗi phân lớp: 

 

   

   

   

1

0 1

2 1
1 2

2 1

3

2 3

( ) 0; ,

( ) ; ,

( ) 1; ,

c

p

c

c

V z z h h

z h
V z z h h

h h

V z z h h

  


  
   

 
  


  
 (2.2) 

 Tấm loại C: là tấm composite với lớp trên, lớp dưới được chế tạo từ gốm và kim 

loại, và lõi giữa được làm từ gốm (lõi cứng) hay kim loại (lõi mềm) (Hình 2.1d). 

Hàm mật độ thể tích của vật liệu gốm (
c

V ) tại mỗi phân lớp: 

 

   

   

   

1 0
0 1

1 0

2

1 2

3 3
2 3

2 3

( ) ; ,

( ) 1; ,

( ) ; ,

p

c

c

p

c

z h
V z z h h

h h

V z z h h

z h
V z z h h

h h

  
   

  


 


      

  
 (2.3) 

Đặc trưng hữu hiệu của tấm cũng được xác định theo quy luật hàm mũ 126 (EGM): 
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 (2.4) 
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(a) Loại A 
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(b) Loại B 

 
(c) Loại C 
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(d) Vị trí mặt trung hoà vật lý (loại A) 

Hình 2.1: Giá trị 
c

V  và vị trí mặt trung hòa vật lý theo chiều dày tấm  

2.3 Phƣơng ph p làm giảm số ẩn số 

Trường chuyển vị (1.2) được viết lại: 

 

1
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( ) ( )+ ( )

b
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b s

w
u x, y,z u x, y z - z

x

w
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y
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 (2.5)

 

 

2.4 Vị trí mặt trung hoà vật lý 
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 (2.6) 

2.5 Phƣơng trình năng lƣợng  

Nguyên lý biến phân Hamilton của một hệ được xác định: 

  
0

0 d

T

FU V K U t        (2.7) 

2.6 Quan hệ giữa nội lực và biến dạng  

Phương trình ứng xử của tấm FGM biểu diển mối quan hệ giữa ứng suất và biến dạng: 

 

x11 12

55

21 22

44

66
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0 ,
0

0 0

xx x

xz xz

yy yy

yz yz

xy xy

C C
C

C C
C

C

 
 

 
 

 

    
            

                          

 (2.8) 

2.7 Hệ số điều chỉnh biến dạng cắt  

Độ cứng cắt cải tiến ( H ): 

 

1
/2 2

11
44 55

/2

[ ( )]
d
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h

h

R z
H H H z

G z





 
    

 
  (2.9) 

Hệ số hiệu chỉnh cắt cải tiến (
s ) được xác định: 

  
/2

55

/2

( )d

s

h

h

H

C z z









 (2.10) 

2.8 Kết quả số  

Bảng 2.1: Đặc tính vật liệu của kim loại và gốm 

Vật liệu  E  (GPa)   (kg/m
3
)   

Aluminum (Al)   70 2707 0.3 

Aluminum (Al*)   70 2702 0.3 

Alumina (Al2O3)  380 3800 0.3 

Zirconia (ZrO2)  151 3800 0.3 

Silicon carbide (SiC)  420 3210 0.3 

Tungsten carbide (WC)  700 15800 0.3 

2.8.1 Bài to n tĩnh 

Kết quả phân tích chuyển vị của tấm loại C cho cả hai loại hàm mật độ thể tích (PGM và 

EGM) được thể hiện như Hình 2.2. Mô hình sử dụng độ cứng cắt cải tiến ( H ) được so 

sánh với lời giải sử dụng hệ số điều chỉnh cắt 5 / 6s  . Kết quả cho thấy: giá trị chuyển 

vị thay đổi khi hệ số đặc trưng vật liệu ( p ) thay đổi, cụ thể cho trường hợp tấm lõi mềm 

thì chuyển vị ( 3u ) tăng khi p tăng và ngược lại cho trường hợp lõi cứng. Hình 2.3 thể hiện 

giá trị ứng suất màng phân bố theo chiều dày tấm loại B.  
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(b) 

Hình 2.2: Giá trị chuyển vị ( 3û ) của tấm (1-2-1) FG sandwich (type C, Al*/Al2O3) hình 

vuông ((a): lõi mềm, (b): lõi cứng) tựa đơn ( / 10a h  )

 

 

(a)  xx  

 

(b)  xy  

Hình 2.3: Giá trị ứng suất của tấm (1-8-1) (loại B, Al*/Al2O3) hình vuông tựa đơn 

( / 10a h  ) 

2.8.2 Bài toán ổn định 

Khảo sát sự ảnh hưởng của hệ số đặc trưng vật liệu ( p ) đối với lực tới hạn (
crN ) (Hình 

2.4), sự ảnh hưởng của chiều dày tỉ đối ( /a h ) đối với lực tới hạn (
crN ) (Hình 2.5), sự ảnh 

hưởng của chiều dày tỉ đối ( /a h ) và hệ số đặc trưng vật liệu ( p ) đối với lực các tới hạn 

(
crN ) khác nhau (Hình 2.6), sự ảnh hưởng của chiều dày tỉ đối ( /a h ) và hệ số đặc trưng 

vật liệu ( p ) đối với lực tới hạn (
crN ) cho các loại vật liệu khác nhau (Hình 2.7) của tấm 

FGM (loại A). 
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Hình 2.4: Giá trị lực tới hạn (

crN ) của tấm 

FGM (loại A, Al/Al2O3) hình vuông 
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Hình 2.5: Giá trị lực tới hạn (

crN ) của tấm 

FGM (loại A, Al/Al2O3) hình vuông 
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Hình 2.6: Giá trị lực tới hạn (

crN )của tấm 

FGM (type A, Al/Al2O3) hình vuông 
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Hình 2.7: Giá trị lực tới hạn (

crN ) của tấm 

FGM (loại A, Al/Al2O3) hình vuông  

Bên cạnh đó, giá trị lực tới hạn ( ˆ
crN ) cũng được xét sự ảnh hưởng do thay đổi tỉ lệ hai 

cạnh và tỉ số giữa cạnh trên chiều dày tấm  trên nền đàn hồi (Hình 2.8), ảnh hưởng do hệ 

số đặc trưng vật liệu ( p ) trong trường hợp tấm lõi cứng (Hình 2.9a) và tấm lõi mềm 

(Hình 2.9b), ảnh hưởng của tỉ số cạnh trên chiều dày tấm cho tấm sandwich lõi mềm với 

các loại cấu trúc tấm khác nhau đặt trên nền đàn hồi (Hình 2.10), ảnh hưởng của các giá trị 

phản lực nền (Hình 2.11).  
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Hình 2.8: Giá trị lực tới hạn ( ˆ
crN ) của tấm (1-8-1) sandwich FGM (loại B, Al*/Al2O3) 

(
1 2100, 100, 1, 1, PGMw sK K R R    ) 
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Hình 2.9: Giá trị lực tới hạn ( ˆ
crN ) của tấm (1-2-1) sandwich FGM (loại C, Al*/Al2O3) 

hình chữ nhật ( 2a b ) 
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Hình 2.10: Giá trị lực tới hạn ( ˆ
crN )của các loại 

tấm (1-1-1) (loại C, Al*/Al2O3), lõi mềm 

(
1 210, 100, 0, 1, 1, PGMw sp K K R R     ) 
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Hình 2.11: Giá trị lực tới hạn ( ˆ
crN ) của 

tấm (1-1-1) (loại C, Al*/Al2O3), lõi mềm 

( 1 210, / 10, 1, 1, PGMp a h R R    ) 

2.8.3 Bài to n dao động tự do 

Khảo sát sự ảnh hưởng của hệ số đặc trưng vật liệu (p) đối với tần số dao động riêng của 

tấm (̂ ) được trình bày trong Hình 2.12. Từ hình vẽ nhận thấy kết quả nghiên cứu lớn 

hơn so với các nghiên cứu truyền thống, điều này chứng tỏ tính tối ưu của lời giải phân tích 

tần số dao động riêng của kết cấu tấm. 

0 10 20 30 40 50
0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

p

N
o

n
-d

im
e
n

s
io

n
a
l 
fu

n
d
a

m
e

n
ta

l 
fr

e
q
u

e
n

c
y

 

 

FSDT 5n

FSDT 5n (=5/6)

FSDT 5n (z
0
=0)

FSDT 5n (=5/6, z
0
=0)

 

Hình 2.12: Giá trị tần số dao động riêng ( ) của tấm FGM thông thường (loại A, 

Al/Al2O3) hình vuông tựa đơn ( / 5a h  ) 
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Tương tự, luận án cũng xét sự ảnh hưởng do thay đổi tỉ lệ hai cạnh và tỉ số giữa cạnh trên 

chiều dày tấm  trên nền đàn hồi (Hình 2.13, ảnh hưởng của hệ số nền đối với tần số dao 

động ( ) của tấm FG sandwich (Hình 2.14), ảnh hưởng của tỉ số cạnh trên chiều dày tấm 

đối với tần số dao động ( ) của từng loại tấm FG sandwich (Hình 2.15) và xét ảnh hưởng 

của từng loại nền đối với tần số dao động ( ) của từng loại tấm FG sandwich (Hình 2.16).  
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Hình 2.13: Giá trị tần số (̂ )của tấm (1-8-1) sandwich FGM (loại B, Al*/Al2O3) 

( 100, 100, 1, PGMw sK K    ) 
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Hình 2.14: Giá trị tần số (̂ ) của tấm (1-2-1) sandwich FGM (loại C, Al*/Al2O3) hình 

vuông tựa đơn (lõi cứng, / 10, 2a h p  , PGM) 
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Hình 2.15: Giá trị tần số (̂ ) của các loại 

tấm sandwich FGM (loại C, Al*/Al2O3) (lõi 

mềm, 10, 100, 0, PGMw sp K K   ) 
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Hình 2.16: Giá trị tần số (̂ ) của các loại 

tấm sandwich FGM (loại C, Al*/Al2O3) 

(lõi mềm, 10, / 10, PGMp a h  ) 

 

2.9 Kết luận 



 

17 

 

Một hệ số hiệu chỉnh cắt cải tiến được áp dụng cho lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất có xét 

đến ảnh hưởng của vị trí mặt trung hòa vật lý, hiệu ứng nền và đơn giản số biến số của 

trường chuyển vị để phân tích bài toán tĩnh, bài toán ổn định và bài toán dao động tự do 

của tấm FGM và tấm composite FGM khi dùng lời giải giải tích (Navier) và PP PTHH. 

Một số điểm nổi bật của chương này: 

 Kết quả nghiên cứu luận án có độ chính xác cao vì đã so sánh được với các lời giải 

theo lý thuyết FSDT, HSDT, Quasi-3D và kể cả lời giải chính xác 3D của nhiều tác 

giả ứng với nhiều dạng bài toán khác nhau. 

 Khi phân tích chuyển vị, lực tới hạn và tần số dao động trong tấm, kết quả của luận 

án lớn hơn so với các phương pháp nghiên cứu truyền thống. Điều này chứng tỏ 

tính tối ưu của luận án cho việc phân tích các loại bài toán này. 

 Hiệu ứng của mặt trung hòa vật lý đến hệ số hiệu chỉnh cắt và các đáp ứng tấm 

FGM đề xuất trong luận án đã được làm r . 

 Phương pháp giảm bớt số ẩn số của phương trình đặc trưng giúp đơn giản hoá các 

bước tính toán và lập trình. 

 PP PTHH của luận án đã giải quyết được hiện tượng khoá cắt khi phân tích bài toán 

tĩnh theo FSDT. 
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CHƢƠNG 3 

 MÔ HÌNH TẤM CHỨC NĂNG SỬ 

DỤNG LÝ THUYẾT BIẾN DẠNG CẮT 

BẬC CAO 
3.1 Điểm mới của luận án 

 Đề xuất hàm biến dạng cắt bậc cao mới theo lý thuyết HSDT. 
 Phân tích bài toán tấm FGM chịu tải trọng cơ học và nhiệt độ theo lý thuyết Quasi-

3D. 
 Sử dụng lời giải Ritz để phân tích tấm FGM với các điều kiện biên khác nhau từ 

hàm biến biến dạng cắt bậc cao mới.  

3.2 Trƣờng chuyển vị và biến dạng theo HSDT 

Trường chuyển vị theo lý thuyết biến dạng cắt bậc cao ( 0
zz
  ): 

 

 

 

 

1

2

3

( )
( ) ( )- ( )

( )
( ) ( )- ( )

( ) ( ) ( )

x

y

z

w x, y
u x, y,z u x, y z f z x, y

x
w x, y

u x, y,z v x, y z f z x, y
y

u x, y,z w x, y g z x, y








 




 


 

 (3.1) 

trong đó  f z  là hàm biến dạng cắt bậc cao,   d / dg z f z . Một số hàm biến dạng cắt bậc 

cao đã phát triển (Bảng 3.1): 

Bảng 3.1 Các hàm biến dạng cắt bậc cao 

Tác giả Hàm bậc cao  

Reddy (TPT) 136    2 21 4 / 3f z z z h   

Mohammed Sobhy (RPT) 137    2 2/ 1 4 /f z z z h   

Touratier (SPT) 61    sin / /f z h z h    

Soldatos (HPT1) 58      sinh / cosh 1/ 2f z h z h z   

Karama et al (EPT) 63  
2 22 /z hf z ze  

Mahi et al (HPT2) 138      3 2 2( / 2) tanh 2 / 4 / 3 cosh 1f z h z h z h   

Nguyên tắc thiết lập hàm biến dạng cắt theo HSDT: 

 Hàm liên tục 

 Mặt biến dạng là mặt cong. 

 Thỏa mãn điều kiện tự do ứng suất cắt tại biên trên và dưới của tấm. 

 Gồm hai thành phần: 1 thành phần là hàm bậc 3 tương ứng với vật liệu đồng nhất 

và 1 thành phần phù hợp cho vật liệu FGM. 

Vì vậy, hàm dạng  f z  được chọn dưới dạng sau: 
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    3

1f z f z z 
  
 (3.2) 

trong đó là hằng số. Hàm biến dạng cắt bậc cao đề xuất của luận án (NPT) có dạng như 

sau: 

  
 

3

2 2

16
arctan

3 4

rz rz
f z h

h h r

 
  

    
 (3.3) 

trong đó r  là tham số hiệu chỉnh (Luận án chọn 1r   để phân tích ứng xử cho kết cấu tấm 

FGM – Hình 3.1); , , , , ,x y zu v w    là các thành phần chuyển vị và góc xoay tại vị trí mặt 

trung hoà của tấm. 
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(c)  / 6xz h tấm vuông (1-8-1) FG 

sandwich (loại B, Al/Al2O3, 0p  ) 

 
(d) ̂ tấm vuông (2-1-2) FG sandwich (loại C, 

Al/Al2O3, 10p  ) 

Hình 3.1: Hàm biến dạng cắt bậc cao và tối ưu hệ số hiệu chỉnh cắt r  

3.3 Phƣơng trình ứng x  của tấm 

Quan hệ giữa ứng suất và biến dạng trong tấm: 
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3.4 Phƣơng trình năng lƣợng  

3.4.1 Nguyên lý Hamilton 
Nguyên lý biến phân Hamilton của một hệ được xác định: 

  
0

0 d

T

U V K t      (3.5) 

3.4.2 Nguyên lý Lagrange 

Để rút ra phương trình chuyển động, phiếm hàm Lagrange được sử dụng: 

 U V K     (3.6) 

3.5 Phƣơng ph p giải tích (lời giải Navier và Ritz) 

Các hàm dạng áp đặt điều kiện biên theo lời giải Ritz (Bảng 3.2): 

Bảng 3.2: Hàm dạng hyperbolic áp đặt điều kịên biên    ,X x Y y  

ĐKB   X x   Y y  

SSSS   s in x   s in y  

SSCC   s in x
  sin sinh cos coshn n n n ny y y y      

 

CCSS   sin sinh cos coshm m m m mx x x x         s in y  

CCCC   sin sinh cos coshm m m m mx x x x         sin sinh cos coshn n n n ny y y y        

3.6 Kết quả số 

Bảng 3.3: Đặc tính vật liệu của kim loại và gốm 

Vật liệu  E  (GPa)   (kg/m
3
)    (10

-6
/K) 

Aluminum (Al)   70 2707 0.3 23 

Aluminum (Al*)   70 2702 0.3 23 

Titanium (Ti-6A1-4V)  66.2 4430 0.3 10.3 

Alumina (Al2O3)  380 3800 0.3 7 

Zirconia (ZrO2)  151 3000 0.3 10 

Zirconia (ZrO2*)  117 3000 0.3 7.11 

3.6.1 Bài to n tĩnh 

Luận án biểu diễn các thành phần chuyển vị và ứng suất trong tấm khi không kể đến thành 

phần biến dạng theo chiều dày tấm (Hình 3.2). Hình 3.3 biểu diễn các thành phần ứng suất 

trong tấm khi kể đến thành phần biến dạng theo chiều dày tấm. 
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(d) 
xz  

Hình 3.2: Giá trị chuyển vị và ứng suất của tấm FGM thông thường (PGM, Al/Al2O3, loại 

A, 0, / 10zz a h    và tải phân bố hình sin) 
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Hình 3.3: Giá trị ứng suất của tấm FGM thông thường (EGM, Al/Al2O3, loại A, 

0, / 10zz a h    và tải phân bố hình sin) 

Bên cạnh đó, Hình 3.4 biểu diễn các thành phần ứng suất phân bố trong tấm loại B và loại 

C khi không kể đến thành phần biến dạng theo chiều dày tấm ( 0
zz
  ). 
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(b) 
xz (1-2-1, Al/Al2O3, loại B) 
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(c) ˆ
xx  (p=5, Al/ZrO2, loại C) 
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(d) 
xz (1-2-1, Al/ZrO2, loại C) 

Hình 3.4: Ứng suất trong tấm (PGM, / 10a h  , tựa đơn và tải trọng phân bố hình sin) 

3.6.2 Phân tích ổn định 

Hình 3.5 và 3.6 biểu diễn ảnh hưởng về tỉ lệ cạnh trên chiều dày ( /a h ), tỉ lệ cạnh trên 

cạnh ( /a b )
 
của tấm loại A khi xét đến thành phần biến dạng theo chiều dày tấm ( 0zz  ). 
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Hình 3.5: Ảnh hưởng tỉ số /a h
 
đối với các 

lực tới hạn (
crN )

 
khác nhau của tấm FGM 

(PGM, Al/Al2O3, loại A) 
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Hình 3.6: Ảnh hưởng tỉ số /a b
 
đối với các 

lực tới hạn (
crN )

 
của tấm FGM (PGM, 

Al/Al2O3, loại A) 

Hình 3.7 biểu diễn ảnh hưởng của hệ số đặc trưng vật liệu ( p ), cấu trúc của tấm loại C đối 

với lực tới hạn (
crN ) khi không xét đến thành phần biến dạng theo chiều dày tấm 
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( 0zz  ). Hình 3.8 biểu diễn ảnh hưởng của hệ số đặc trưng vật liệu ( p ) của tấm loại C 

đối với lực tới hạn do nhiệt (
crT ) ( 0zz  ) cho trường hợp: nhiệt độ thay đổi đều (UT), 

tuyến tính (LT) và phi tuyến (NLT). 
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Hình 3.7: Giá trị lực tới hạn ( crN ) của tấm 

(EGM, Al/Al2O3, loại C, lõi cứng,
 

/ 10a h  ) hình vuông tựa đơn 

 

Hình 3.8: Giá trị lực tới hạn do nhiệt ( crT ) 

của tấm (1-1-1) (PGM, loại C, Al/Al2O3, lõi 

cứng) hình vuông tựa đơn khi nhiệt độ thay 

đổi khác nhau ( / 10a h  ) 

3.6.3 Ph n tí h dao động tự do 

Hình 3.9, 3.10 biểu diễn ảnh hưởng của hệ số đặc trưng vật liệu ( p ), tỉ số hai cạnh ( /a b )
 

và tỉ số cạnh trên chiều dày ( /a h )
 
của tấm loại A khi xét đến thành phần biến dạng theo 

chiều dày tấm ( 0zz  ). 
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Hình 3.9: Ảnh hưởng tỉ số /a h  đối với tần 

số dao động ( ̂ )
 
của tấm FGM (PGM, 

Al*/ZrO2, loại A) ( 0zz  ) 
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Hình 3.10: Ảnh hưởng tỉ số /a b và p
 
đối 

với tần số dao động (̂ )
 
của tấm FGM 

(PGM, Al*/ZrO2, loại A) ( 0zz  ) 

Luận án cũng tiến hành phân tích tần số dao động ( ) của tấm khi dùng lời giải Ritz cho 

tấm loại A (Hình 3.11), Hình 3.12 thể hiện ảnh hưởng của tỉ số /h a và giá trị p  đối với 

tần số dao động ( )
 
của tấm có bốn biên liên kết ngàm. 
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Hình 3.11: Ảnh hưởng giá trị p
 
đối với tần 

số dao động ( )
 
của tấm FGM (PGM, 

Al/Al2O3, loại A) tựa đơn ( 0zz  ) 
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Hình 3.12: Ảnh hưởng tỉ số /h a
 
đối với 

tần số dao động ( )
 
của tấm FGM (PGM, 

Al/Al2O3, loại A) bốn biên ngàm ( 0zz  ) 

Trong Hình 3.13 và 3.14 biểu diễn ảnh hưởng của hệ số đặc trưng vật liệu ( p ), cấu trúc 

phân lớp và các điều kiện biên khác nhau của tấm loại C khi không xét đến thành phần 

biến dạng theo chiều dày tấm ( 0zz  ). 
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Hình 3.13: Giá trị tần số dao động  ̂ của 

tấm sandwich FGM (EGM, Al/Al2O3, type 

C, lõi cứng, / 10a h  ) hình vuông tựa đơn 
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Hình 3.14: Ảnh hưởng giá trị p
 
đối với tần 

số dao động ( )
 
của tấm FGM (PGM, 

Al/Al2O3, loại A) hình vuông ( / 10a h  ) 

3.7 Kết luận 

Một lý thuyết biến dạng cắt bậc cao mới được luận án xây dựng và phát triển để phân tích 

bài toán tĩnh, bài toán ổn định và bài toán dao động tự do của tấm FGM và tấm sandwich 

FGM chịu tải trọng cơ học và nhiệt độ khi dùng lời giải Navier và Ritz. Một số điểm nổi 

bật của chương này: 

 Kết quả nghiên cứu của luận án có độ chính xác cao vì đã so sánh được với các lời 

giải theo lý thuyết HSDT, Quasi-3D và lời giải chính xác 3D của nhiều tác giả ứng 

với nhiều dạng bài toán khác nhau. 

 Một số kết quả của luận án có sự vượt trội nhất định khi đối chứng với các nghiên 

cứu khác cùng đối tượng nghiên cứu đặc biệt là khi phân tích tần số dao động tự do. 

Điều này chứng tỏ tính ưu việt của lý thuyết phát triển trong luận án. 

 Lý thuyết phát triển trong luận án đã giải quyết được nhiều loại kết cấu tấm với các 

điều kiện biên phức tạp bằng phương pháp giải tích. 
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 Luận án cũng đã khảo sát rất chi tiết sự ảnh hưởng của mật độ vật liệu phân bố 

trong tấm, tỉ lệ hai cạnh, tỉ lệ cạnh trên chiều dày tấm, cấu trúc các phân lớp, các 

điều kiện biên khác nhau, các nguyên tắc biến đổi nhiệt độ theo chiều dày tấm, các 

lý thuyết áp dụng… lên các thành phần nội lực, ổn định và dao động trong kết cấu 

tấm. Điều này giúp cho các nhà nghiên cứu, các nhà thiết kế có được những dự báo 

cũng như các tiên đoán cần thiết khi nghiên cứu về các đối tượng này. 

 Lý thuyết Quasi–3D (kể đến biến dạng theo phương z) rất phù hợp cho việc phân 

tích các kết cấu tấm chịu tải trọng do nhiệt độ. 

 Từ kết quả phân tích ổn định nhiệt cho thấy kết cấu tấm bị mất ổn định sớm nhất 

khi nhiệt độ thay đổi đều theo chiều dày tấm. Qua đó đánh giá được mức độ an toàn 

của kết cấu trong môi trường truyền nhiệt. 
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CHƢƠNG 4 

 PHÂN TÍCH TẤM FGM  BẰNG PHẦN 

TỬ TAM GIÁC 3 NÚT (MITC3) LÀM 

TRƠN SỬ DỤNG LÝ THUYẾT BIẾN 

DẠNG CẮT BẬC CAO 
4.1. Điểm mới của luận án 

 Sử dụng phần tử MITC3 được làm trơn trên miền (CS), trên cạnh (ES) và trên nút 

(NS) để phân tích tấm FGM theo lý thuyết biến dạng cắt bậc cao. 

4.2. Trƣờng chuyển vị và biến dạng theo HSDT 

Để thuận tiện đánh giá phương pháp số phát triển, trường chuyển vị theo lý thuyết 

biến dạng cắt bậc cao (166, 167): 
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 (4.1) 

4.3. Phƣơng trình năng lƣợng 

Phương trình cân bằng theo phiếm hàm năng lượng Larange:
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4.4. Mô hình phần t  MITC  à phƣơng ph p là  trơn 

4.4.1 Mô hình MITC cho phần t  tam giác 

Để khắc phục hiện tượng “khoá cắt” (shear locking) thì trường biến dạng cắt phải được xấp 

xỉ lại thông qua các “điểm buộc” (typing point) [168]. 
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Hình 4.1: Cách xác định biến dạng cắt 

qt
e  
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Xét phần tử tam giác với hệ trục toạ độ tự nhiên được chọn như Hình 4.1a. Ta xây dựng 

trường biến dạng cắt 
qt

e (cạnh huyền tam giác) theo 2 thành phần 
rt

e và
st

e (Hình 4.1b). 

Thành phần biến dạng cắt 
qt

e được xác định như sau: 

 
1

( )
2

qt st rte e e          (4.3) 

Hàm xấp xỉ đa thức được chọn cho các thành phần biến dạng cắt: 
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Hình 4.2: Vị trí các điểm buộc “typing point” cho phần tử tam giác 3 nút 

Các tham số của phương trình (4.4) được xác định theo các điểm buộc như Hình 4.2 (với 

biến dạng cắt là hàng số theo mỗi cạnh tam giác), Áp dụng các điều kiện ràng buộc ta có: 
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        (4.5) 

Thay (4.5) vào (4.4) thu được: 
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        (4.6) 

Trường biến dạng cắt xấp xỉ: 
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        (4.7) 

Quan hệ  giữa biến dạng cắt và chuyển vị được viết lại: 
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Thành phần liên quan ma trận độ cứng cắt: 

 

   0 1

T T
s s

i i MITC i
 
  

S B B  (4.9) 

4.4.2 Phƣơng ph p là  trơn  ho phần t  MITC3 

4.4.2.1 Mô hình là  trơn trên  iền (CS) 

Mô hình làm trơn trên miền như Hình 4.3.  

3

21 O

 

Hình 4.3: Các tam giác con trong phần tử CS-MITC3 

4.4.2.2 Mô hình là  trơn trên  ạnh (ES) 

Mô hình làm trơn trên cạnh như Hình 4.4.  
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Hình 4.4: Miền làm trơn ( k ) theo phương pháp ES-MITC3 

4.4.2.3 Mô hình là  trơn trên nút (NS) 

Mô hình làm trơn trên nút như Hình 4.5.  
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Hình 4.5: Miền làm trơn ( k ) theo phương pháp NS-MITC3 

4.5. Kết quả số 

Bảng 4.1: Đặc tính vật liệu của kim loại và ceramic 

Vật liệu  Môđun đàn hồi (GPa) Khối lượng riêng (kg/m
3
) Hệ số Poisson 

Aluminum (Al*)  70 2702 0.3 

Aluminum (Al)  70 2707 0.3 

Zirconia (ZrO2)  151 3000 0.3 

Alumina (Al2O3)  380 3800 0.3 

Trong Hình 4.6 và 4.7 thể hiện giá trị ứng suất màng và ứng suất cắt phân bố theo chiều 

dày tấm. 
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Hình 4.6: Ứng suất màng ( xx

 ) của 

sandwich FGM (Al/Al2O3, loại B, 1-8-1, 

ES) hình vuông tựa đơn chịu tải phân bố 

hình sin ( 10a h / ) 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Nondimensional transverse shear stress

z
/h

 

 

p=0

p=0.5

p=1

p=5

p=10

 
Hình 4.7: Ứng suất cắt ( xz

 ) của 

sandwich FGM (Al/Al2O3, loại B, 1-8-1, 

ES) hình vuông tựa đơn chịu tải phân bố 

hình sin ( 10a h / ) 

Tương tự, Hình 4.8 và 4.9 đánh giá ảnh hưởng của hệ số đặc trưng vật liệu ( p ), tỉ số 

h a/ và cấu trúc vật liệu đối với giá trị tần số dao động. 


k
 


k
 


k
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Hình 4.8: Giá trị tần số ( ̂ ) của tấm 

sandwich FGM (Al/Al2O3, type C, ES) 

hình vuông tựa đơn ( 10a h / ) 
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Hình 4.9: Ảnh hưởng của cấu trúc vật liệu 

và tỉ số h a/  đối với tần số ( ̂ ) của tấm 

sandwich FGM (Al/Al2O3, type C, ES) 

hình vuông tựa đơn ( 1p  ) 

Bên cạnh đó, các dạng dao động đầu tiên của tấm Al/Al2O3 (loại A) được thể hiện trong 

Hình 4.10.  

  

 

Hình 4.10: Dạng dao động riêng của tấm FGM thông thường (Al/Al2O3, loại A)  hình 

vuông tựa đơn ( 10 5a h p / , ) 
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Cuối cùng, để khẳng định lại mức độ chính xác của các phương pháp: NS-MITC3, ES-

MITC3 và CS-MITC3 luận án xét lại tấm Al/Al2O3 (loại A) hình vuông có tỉ lệ chiều dài 

trên chiều dày tấm / 10a h  , bốn biên tựa đơn. Độ chính xác được so sánh thông qua mối 

quan hệ giữa giá trị tần số ( ̂ )
 
và hệ số đặc trưng vật liệu ( p )

 
được biểu diễn trong Hình 

4.11. 
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Hình 4.11: Giá trị tần số ( ̂ )
 
của tấm FGM thông thường (Al/Al2O3, loại A) hình vuông 

tựa đơn ( 10a h / )  

4.6. Kết luận 

Trong chương này đã phát triển các phần tử CS-MITC3, ES-MITC3 và NS-MITC3 để 

phân tích bài toán tĩnh và dao động tự do của tấm FGM và tấm sandwich FGM chịu tải 

trọng cơ học khi dùng PP PTHH. Một số điểm nổi bật của chương này: 

 Kết quả nghiên cứu của luận án có độ chính xác cao vì đã so sánh được với các lời 

giải theo lý thuyết HSDT, Quasi-3D và lời giải chính xác 3D của nhiều tác giả ứng 

với nhiều dạng bài toán khác nhau. 

 Đã khử được hiện tượng khoá cắt khi kết quả phân tích là khá phù hợp cho bài toán 

tấm rất mỏng. 

 Sử dụng phần tử bậc
0C xấp xỉ trường chuyển vị giúp cho việc tính toán được đơn 

giản hơn. 

 Các phần tử phát triển trong luận án có sự tương đồng về kết quả phân tích. 

Luận án cũng đã khảo sát rất chi tiết sự ảnh hưởng của mật độ vật liệu phân bố trong tấm, 

tỉ lệ hai cạnh, tỉ lệ cạnh trên chiều dày tấm, cấu trúc các phân lớp, các điều kiện biên khác 

nhau, áp dụng trường chuyển vị theo lý thuyết HSDT của luận án… lên các thành phần nội 

lực và dao động trong kết cấu tấm. Điều này giúp cho các nhà nghiên cứu, các nhà thiết kế 

có được những dự báo cũng như các tiên đoán cần thiết khi nghiên cứu về các đối tượng 

này. 
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CHƢƠNG 5 

 MÔ HÌNH TẤM SỬ DỤNG LÝ THUYẾT 

PHI TUYẾN HÌNH HỌC BẬC CAO 
5.1. Điểm mới của luận án 

 Sử dụng phần tử MITC3 được làm trơn trên miền (CS) và trên cạnh (ES) để phân 

tích tấm FGM và tấm laminates theo lý thuyết phi tuyến hình học bậc cao. 

5.2    Quan hệ biến dạng và chuyển vị theo lý thuyết phi tuyến 
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 (5.1) 

5.3 Phƣơng trình ứng x  của tấm 

Tấm hình chữ nhật có cạnh dài là a , cạnh ngắn là b  và chiều cao là h  như Hình 5.1 gồm 

hai loại tấm: FGM thông thường có hàm mật độ thể tích theo quy luật lũy thừa (Hình 5.1b) 

và composite nhiều lớp hướng sợi (laminates) (Hình 5.1c). 

 
(a) Mô hình tấm 

 
(b) FGM 

 
(c) Composite nhiều lớp 

Hình 5.1: Mô hình tấm 

Quan hệ giữa ứng suất và biến dạng tại lớp thứ k của tấm composite nhiều lớp: 

h 

a b

(a) 

z

x y

z
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 (5.2b) 

Phương trình để giải cho bài toán tấm theo phiếm hàm Lagrange: 

 

d
0

di iq t q

 
 

 
 (5.3) 

với 
i

q  là các thành phần chuyển vị, 
i

q  là vận tốc chuyển động. Phương trình cân bằng: 

 

Kd P  (5.4) 

trong đó:  

 

dp


 P N  (5.5) 

 

  L NL g  K d K K K  (5.6) 

5.4 Phƣơng ph p giải lặp Newton-Raphson 

Trường chuyển vị tổng quát của phương pháp được giải từ phương trình: 

 

 1 1s s  K d d P  (5.7) 

Phương pháp lặp được thực hiện: 

 

 1 1 1s s s   Rd K d d P   (5.8) 

trong đó: R là ma trận cứng dư,  1sK d là ma trận cứng tuyến tính tương ứng với vector 

chuyển vị 
1sd  

Khai triển thành phần R trong chuỗi Taylor ứng với trường chuyển vị
1

r

sd : 

 

  2

1 1

r

s g s NL    0 R K d d K d   (5.9) 

với: 
NLK là ma trận cứng phi tuyến, 

gK là ma trận cứng hình học. 

Giá trị 
1

r

sR được xác định: 

 

 1 1 1

r r r

s s s   R K d d P   (5.10) 

Cuối cùng: 

 

1

1 1

r r

g s s


 
    d K d R   (5.11) 

 

1

1 1

r r

s s 

  d d d   (5.12) 

5.5 Kết quả số 

5.5.1 Tấ  FGM thông thƣờng  

Tính chất vật liệu của các thành phần như sau: 

Ec=348.43GPa, c=0.24 (vật liệu ceramic - Si3N4). 

Em=201.04GPa, m=0.3262 (vật liệu kim loại – SUS304). 
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Kết quả tính toán được thể hiện trong Hình 5.2, Hình 5.3 về mối quan hệ giữa chuyển vị 

và tải trọng của phần tử CS-MITC3. 
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Hình 5.2: Giá trị chuyển vị (

3cu )
 
của tấm 

vuông FGM ( 0.2p  )
 
liên kết ngàm 

( / 10, CSa h  ) 
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Hình 5.3: Giá trị chuyển vị (

3cu ) của 

tấm vuông FGM ( 2.0p  )
 
liên kết 

ngàm ( / 10, CSa h  )  

5.5.2 Tấm composite 2 lớp [0/90] 

Trong phần này, luận án sẽ tiến hành phân tích tấm composite 2 lớp [0/90]
 
hình vuông có 

cạnh là ( a ), chiều dày tấm là ( h )
 
chịu tải trọng phân bố đều với đặc trưng vật liệu như 

sau: E1=40E2, G12=G13=0.6E2, G23=0.5E2, 12=0.25. Giả thiết chiều dày các lớp bằng nhau 

và bằng ( / 2h ). Kết quả lời giải để thể hiện trong Hình 5.4 và 5.5 thể hiện mối quan hệ 

giữa chuyển vị và tải trọng của phần tử CS-MITC3. 
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Hình 5.4: Giá trị chuyển vị (

3cu ) của tấm 

vuông composite 2 lớp [0/90]
 
liên kết 

ngàm ( / 50a h  ) 

0 50 100 150 200 250
0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

Load Parameter

D
e
fl
e
c
ti
o
n

 

 

CS-MIN3

MISQ20

MISQ24

ANSYS

CS-MITC3

ES-MITC3

 
Hình 5.5: Giá trị chuyển vị (

3cu )  của tấm 

vuông composite 2 lớp [0/90] liên kết 

ngàm ( / 100a h  ) 

5.7.3 Tấm composite 4 lớp [0/90/90/0] 

Luận án tiếp tục phân tích tấm composite 4 lớp [0/90/90/0] hình vuông có cạnh là 

12a  , chiều dày tấm là 0.096h  bốn biên ngàm chịu tải trọng phân bố đều với đặc 

trưng vật liệu như sau: 6

1 1.8282 10E   , 6

2 1.8315 10E   , 
12 0.23494  , 

5

12 13 23 3.125 10G G G    .Giả thiết chiều dày các lớp bằng nhau và bằng ( / 4h ). 

Hình 5.6 biểu diễn mối quan hệ giữa chuyển vị và tải trọng của phần tử CS-MITC3. 
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Hình 5.6: Giá trị chuyển vị (
3cu ) của tấm vuông composite 4 lớp [0/90/90/0] bốn biên 

liên kết ngàm  

Hình 5.7, 5.8 và 5.9 biểu diễn mối quan hệ giữa chuyển vị và tải trọng của phương pháp 

nghiên cứu ứng với trường hợp / 10a h  , / 20a h 
 
và / 40a h  .  

 Tựa đơn SS1:  

0 0 0 0/ 2 : 0; / 2 : 0y y x xx a v w y a u w                
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Hình 5.7: Giá trị chuyển vị (

3cu )
 
của tấm 

vuông 4 lớp [0/90/90/0] tựa đơn SS1 

( / 10a h  ) 
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Hình 5.8: Giá trị chuyển vị (

3cu ) của tấm 

vuông 4 lớp [0/90/90/0]
 
tựa đơn SS1 

( / 20a h  ) 

Cuối cùng, luận án xét lại tấm composite 4 lớp [0/90/90/0] hình vuông có cạnh là 

12a  , chiều dày tấm là 0.096h  bốn biên tựa đơn SS3 chịu tải trọng phân bố đều với 

đặc trưng vật liệu như sau: 6

1 1.8282 10E   , 6

2 1.8315 10E   , 
12 0.23494  , 

5

12 13 23 3.125 10G G G    . Hình 5.10 biểu diễn mối quan hệ giữa chuyển vị và tải 

trọng của hai phương pháp CS-MITC3 và ES-MITC3.  

 Tựa đơn SS3: 
0 0 0 0 0 0/ 2 : 0; / 2 : 0x a u v w y a u v w           
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Hình 5.9: Giá trị chuyển vị (

3cu )
 
của tấm 

vuông composite 4 lớp [0/90/90/0]  

tựa đơn SS1 ( / 40a h  ) 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

Load Parameter

D
e
fl
e
c
ti
o
n

 

 

CS-MITC3

ES-MITC3

 
Hình 5.10: Giá trị chuyển vị (

3cu )
 
của tấm 

vuông composite 4 lớp [0/90/90/0] tựa 

đơn SS3 ( / 40a h  ) 

5.6 Kết luận 

Trong chương này đã phát triển các phần tử CS-MITC3 và ES-MITC3 có kể đến thành 

phần biến dạng phi tuyến để phân tích bài toán tĩnh của tấm FGM và tấm composite nhiều 

lớp chịu tải trọng cơ học khi dùng PP PTHH. Một số điểm nổi bật của chương này: 

 Kết quả nghiên cứu của luận án có độ chính xác cao vì đã so sánh được với các lời 

giải tính toán theo các phương pháp khác nhau của nhiều tác giả ứng với một số 

dạng bài toán khác nhau. 

 Sử dụng phần tử bậc
0C xấp xỉ trường chuyển vị giúp cho việc tính toán được đơn 

giản hơn. 

 Các phần tử phát triển trong luận án có sự tương đồng về kết quả phân tích. 

 Luận án cũng đã khảo sát rất chi tiết sự ảnh hưởng của mật độ vật liệu phân bố 

trong tấm, tỉ lệ hai cạnh, tỉ lệ cạnh trên chiều dày tấm, cấu trúc các phân lớp, các 

điều kiện biên khác nhau, các cấp tải trọng… lên thành phần chuyển vị của tấm. 

Điều này giúp cho các nhà nghiên cứu, các nhà thiết kế có được những dự báo cũng 

như các tiên đoán cần thiết khi nghiên cứu về các đối tượng này. 
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CHƢƠNG 6 

HIỆU ỨNG CÁC PHƢƠNG PH P TÍNH 

TO N C C ĐẶC TÍNH ĐÀN HỒI 

ĐỒNG NHẤT H   ĐẾN ỨNG  Ử TẤM 

FGM 
6.1 Điểm mới của luận án 

 Phát triển hàm biến dạng cắt bậc cao mới của luận án cho các mô hình xác định các 

đặc tính hữu hiệu khác nhau. 

 Đánh giá ảnh hưởng của các mô hình xác định các đặc tính hữu đến quá trình ứng 

xử của vật liệu FGM. 

 Đánh giá ảnh hưởng của các quy luật phân bố vật liệu đến quá trình ứng xử của vật 

liệu FGM.  

6.2 C    ô hình tính to n     đặ  tính đàn hồi hữ  hiệ  tấ  FGM 

 Mô hình Voigt (3, 4, 5): 

 
      
      

1

1

m c

m c

E z E V z E V z

z V z V z

  

     
 (1.1) 

 Mô hình Reuss (3, 4, 5): 

 

 
    

 
    

1

1

m c

m c

m c

m c

E E
E z

E V z E V z

E E
z

V z V z


 

 
   

 (1.2) 

 Mô hình Hashin-Shtrikman (6, 7): 

 

  
   

   
 

   

    
9 3 2

3 2 3

G z K z K z G z
E z z

G z K z G z K z


  

 
,  (1.3) 

trong đó    G z K z,  xác định theo nguyên lý cận trên và cận dưới: 

- Cận dưới: 
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         (1.4a) 

- Cận trên: 
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         (1.4b) 

 Mô hình Tamura (8, 9): 

 
 

        

      

      

1

1

1

c T m m T c

T m T c

m c

V z E q E V z E q E
E z

V z q E V z q E

z V z V z

   


   

     

         (1.5) 

với 
T

q “stress-to-strain transfer” là tham số tính toán. 

 Mô hình SCM (Self-Consistent Method) (10, 11): 
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 Mô hình LRVE được xây dựng bởi Gasik và Lilius (12, 13): 
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Hàm mật độ thể tích: 
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6.3 C    ô hình tính to n     đặ  tính đàn hồi hữ  hiệ  tấ  FGM 

Để đánh giá sự ảnh hưởng của các mô hình tính toán các đặc trưng hữu hiệu khi phân tích 

ứng xử vật liệu FGM, luận án tiến hành phân tích lại các mô hình: Voigt, Reuss, Hashin 

(LB), Hashin (UB), LRVE, Tamura, SCM cho kết cấu tấm FGM sử dụng lý thuyết biến 

dạng cắt bậc cao ( 0
zz
 )

 
của Chương 3. 

Trường chuyển vị theo lý thuyết biến dạng cắt bậc cao: 
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6.4 Kết quả số 

Bảng 6.1: Đặc tính vật liệu của kim loại và gốm 

Vật liệu  E  (GPa)   (kg/m
3
)   

Aluminum alloy 1100   69 2710 0.33 

Ceramic (Al2O3 99% pure)  380 3980 0.22 

6.4.1 Đ nh gi  ảnh hƣởng của các mô hình nghiên cứu 

Ảnh hưởng của các mô hình nghiên cứu đến các ứng xử của tấm FGM tựa đơn với cấu trúc 

vật liệu phân bố theo quy luật hàm luỹ thừa (P-FGM) được phân tích trong phần này. Ảnh 

hưởng của các mô hình vật liệu đối với ứng xử của kết cấu tấm FGM thông thường (loại A, 

B và C) thông qua Hình 6.1, 6.2 và 6.3. 
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(b) 

Hình 6.1: Ảnh hưởng của các mô hình đối với ứng xử của tấm FGM (loại A, Al/Al2O3) 

hình vuông tựa đơn ( / 10a h  ) 
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Hình 6.2: Ảnh hưởng của các mô hình 

đối với chuyển vị ( 3u ) tấm FG 

sandwich (loại B, Al/Al2O3) hình 

vuông tựa đơn ( 10, / 10p a h  ) 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1

2

3

4

5

6

7

p

N
o
n
d
im

e
n
s
io

n
a
l 
c
ri
ti
c
a
l 
b
u
c
k
lin

g
 l
o
a
d

 

 

Voigt

Reuss

LB

UB

LRVE

Tamura

SCM

 

Hình 6.3: Ảnh hưởng của các mô hình đối 

với lực tới hạn ( r
ˆ

cN ) tấm (1-1-1) FG 

sandwich (loại C, Al/Al2O3) hình vuông 

tựa đơn ( / 100a h  ) 

6.4.2 Đ nh gi  ảnh hƣởng của các quy luật phân bố vật liệu 

Tương tự, để đánh giá mức độ ứng xử của tấm FGM thông thường (loại A) khi thay đổi 

các quy luật phân bố vật liệu (P-FGM, E-FGM và S-FGM) theo (6.8), luận án cũng tiến 

hành phân tích các giá trị chuyển vị, lực tới hạn và tần số dao động của tấm được thể hiện 

trong Hình 6.4, 6.5 và 6.6  
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Hình 6.4: Đánh giá thành phần chuyển vị 

( 3u )
 
giữa các quy luật phân bố vật liệu 

tấm FGM (loại A, / 10, 10a h p  ) 
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Hình 6.5: Đánh giá thành phần lực tới hạn 

(
crN )

 
giữa các quy luật phân bố vật liệu 

tấm FGM (loại A, / 10, 10a h p  ) 
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Hình 6.6: Đánh giá thành phần tần số dao động riêng ( )
 
giữa các quy luật phân bố 

vật liệu tấm FGM (loại A, / 10, 10a h p  ) 

6.4 Kết luận 

Chương này đã trình bày ứng xử của tấm FGM dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc cao 

mới mà luận án đã phát triển ở Chương 3. Một số mô hình hàm mật độ thể tích được áp 

dụng cho các giả thiết quy luật phân bố vật liệu (P-FGM, E-FGM và S-FGM) để xác định 

các đặc tính hữu hiệu của tấm. Ảnh hưởng của các của mô hình hàm mật độ thể tích 

(Voigt, Reuss, Hashin Shtrikman, Tamura, LRVE  và SCM), tỉ số cạnh trên chiều dày tấm 

và hệ số đặc trưng vật liệu để xác định chuyển vị lớn nhất, lực tới hạn và tần số dao động 

riêng của tấm dựa trên lời giải giải tích đã được phân tích. 

Kết quả nghiên cứu cho thấy có sự khác biệt đáng kể khi sử dụng các mô hình hàm mật độ 

thể tích khác nhau. Ví dụ: tồn tại sự chênh lệch đến 50% khi phân tích thành phần chuyển 

vị theo mô hình Reuss so với mô hình Voigt, cận Hashin-Shtrikman cho kết quả phù hơn 

khi khoảng cách giữa các cận nhỏ. Hiệu ứng phương pháp tính toán các đặc tính đồng nhất 

hóa vật liệu FGM cho thấy cần được kể đến trong phân tích ứng xử tấm FGM. 
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CHƢƠNG 7 

 KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 
7.1 Kết luận  

Thông qua những gì đã đạt được trong suốt quá trình nghiên cứu, luận án rút ra một số kết 

luận: 

 Hướng nghiên cứu có nhiều ý nghĩa và được quan tâm bởi rất nhiều nhà khoa học 

trên thế giới. Đặc biệt là hàm biến dạng cắt bậc cao mà luận án phát triển đã được 

trích dẫn trên nhiều bài báo đăng trên các tạp chí quốc tế uy tín. 

 Các nội dung mà luận án đã tập trung nghiên cứu: 

- Các ứng xử của tấm FGM, tấm composite FGM và tấm composite nhiều lớp. 

- Các quy luật phân bố vật liệu (P-FGM, E-FGM và S-FGM) và các mô hình xác 

định các đặc trưng hữu hiệu (Voigt, Reuss, Hashin-Shtrikman, Mori-Tanaka, 

Tamura, LRVE  và SCM) của tấm FGM. 

- Áp dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất để phân tích bài toán tấm có kể đến: hệ 

số điều chỉnh cắt cải tiến, mặt trung hòa vật lý, phương pháp giảm bớt số ẩn số 

của bài toán, ảnh hưởng nền đàn hồi. Dùng lời giải giải tích, lời giải số, xét hiện 

tượng khóa cắt… để phân tích bài toán tĩnh, lực tới hạn và tần số dao động tự do 

của kết cấu tấm. 

- Áp dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao và lý thuyết Quasi-3D để phân tích bài 

toán tấm, trong đó phát triển hàm biến dạng cắt bậc cao mới, sử dụng nguyên lý 

biến phân Hamilton, nguyên lý Lagrange để thiết lập phương trình năng lượng. 

Sử dụng lời giải Navier, lời giải Ritz cho tấm chịu tải trọng tĩnh và tải trọng do 

nhiệt độ... để phân tích bài toán tĩnh, lực tới hạn và tần số dao động riêng của kết 

cấu tấm. 

- Phát triển PP PTHH bằng cách sử dụng phần tử MITC3 và có kể đến thành phần 

độ cong được làm trơn trên miền, trên cạnh và trên nút phần tử, sử dụng lý 

thuyết biến dạng cắt bậc cao… để phân tích bài toán tĩnh và tần số dao động 

riêng cho kết cấu tấm. 

- Phát triển bài toán phi tuyến hình học bằng cách sử dụng PP PTHH sử dụng 

phần tử MITC3 có kể đến thành phần độ cong được làm trơn trên miền, trên 

cạnh phần tử, sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao kết hợp giải thuật lặp 

Newton – Raphson… để phân tích bài toán tĩnh cho kết cấu tấm. 

- Phân tích hiệu ứng các phương pháp đồng nhất hóa các đặc tính vật liệu FGM 

đến các đáp ứng của tấm. 

- Các hiệu ứng về sự thay đổi tỉ số cạnh trên cạnh, tỉ số cạnh trên chiều dày tấm, 

hệ số đặc trưng vật liệu không đồng nhất, hệ số nền, cấu trúc phân lớp vật liệu… 

đều xuất hiện trong hầu hết các kết quả phân tích. 

- Các kết quả đạt được có độ chính xác cao, đáng tin cậy và có thể sử dụng để làm 

tài liệu cho các nghiên cứu sau này.  

7.2 Kiến nghị  

Trong suốt quá trình nghiên cứu, luận án cũng gặp một số khó khăn và hạn chế nhất định. 

Vì vậy, một số vấn đề tồn tại trong luận án sẽ được phát triển trong thời gian sắp tới: 
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 Dùng lời giải Lévy để phân tích ứng xử cho kết cấu tấm FGM với điều kiện biên 

khác nhau. 

 Phát triển PP PTHH C
1
 cho lý thuyết biến dạng cắt bậc cao.  

 Phân tích thành phần lực tới hạn và dao động tự do cho bài toán tấm FGM sử dụng 

lý thuyết phi tuyến hình học với hàm biến dạng cắt bậc cao của luận án kết hợp các 

phương pháp làm trơn. 

 Phát triển PP PTHH hiện tại cho mô hình tấm vi cấu trúc sử dụng lý thuyết đàn hồi 

phi cục bộ kết hợp lý thuyết hiệu chỉnh ứng suất. 

 Phát triển phương pháp số cho mô hình rời rạc tính toán các đặc tính hữu hiệu tấm 

FGM.  
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